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Нехай C - простiр неперервних функцiй на вiдрiзку I := [0, 1] зi стандартною нормою

‖f‖ := max
x∈I
|f(x)|

Нехай k ∈ N , визначимо

4k
hf(x) :=

k∑
j=0

(−1)k−jCk
nf(x+ ih)

k−ий модуль неперервностi функцiї f в точцi 1/k визначається наступним чином:

ωk(f, 1/k) := sup
x,x+kh∈I

|4k
hf(x)|

Розглянемо многочлени, якi iнтегрально наближають функцiю f на I, тобто∫ i/k

0
(f(t)−Qk−1(f, t))dt = 0, i = 0, 1...k

де degQk−1(f, t) ≤ (k − 1)
З [1] вiдомо, що

||f −Qk−1|| ≤ W̃ (k)ωk(f, 1/k)

де W̃ (k) = 2 при k ≤ 82000 i W̃ (k) = 2 + exp(−2) при k > 82000.
Однак така оцiнка "досягається"лише на кiнцях вiдрiзка I (якщо точно, то на вiдрiзках [0; 1/k]

i [(k− 1)/k, 1]. Тому постає запитання, чи можна цю оцiнку покращити всерединi вiдрiзка, тобто
отримати, що для x ∈ [1/k; (k − 1)/k] виконується нерiвнiсть

|f(x)−Qk−1(x)| ≤ p(x)ωk(f, 1/k),

де p(x) - функцiя, яка залежить вiд x (можливо, є константою), але значення якої меншi за 2,
оцiнки, яка вже є вiдомою.

Основним результатом є наступна теорема:

Теорема 1.

|g(x)| ≤ 4mlnk

Cm
k

де x ∈ [m/k, (m+ 1)/k],m < k/2, а g := f −Q.

Оцiнка на вiдрiзку симетрична (Q(f(1− x), t) = Q(f, 1− t)), тому для тих x, у яких m > k/2,
отримаємо аналогiчну формулу, помiнявши в нiй m на k −m.

Цей вираз уже при m ≥ 1 буде малим за рахунок того, що Cm
k ≥ k при m ≥ 1 i є набагато

меншим за 2 (вiдому рiвномiрну оцiнку). Крiм того, чим бiльше m, тим ця оцiнка краща за по-
передню отриману оцiнку.

Отже, таким чином на вiдрiзку [1/k; (k − 1)/k] покращено ранiше отриману оцiнку для мно-
гочлена iнтегрального наближення. Отримана в роботi оцiнка приблизно дорiвнює O(m lnm

Cm
k

) на
вiдрiзку [m/k, (m+1)/k]. Це ще раз пiдкреслює, що многочлен iнтегрального наближення "найгiр-
ше"поводить себе близько до кiнцiв вiдрiзка, а всерединi наближує його набагато краще. Оскiльки
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це не є досить природним, то дає пiдстави для подальшого дослiдження неперервної на вiдрiзку
функцiї та полiномiв, якi їх наближають.

Крiм того, за умови, що максимум i мiнiмум на вiдрiзках [0, 1/k] i [(k − 1)/k, 1], то за рахунок
змiни полiнома на сталу або лiнiйну функцiю, можна покращити оцiнку найкращого наближення
на всьому вiдрiзку. Це покращення буде тим бiльше, чим бiльша буде рiзниця абсолютних величин
максимума i мiнiмума на кiнцях вiдрiзка.
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